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本场比赛共11题。赛前命题人将题目分成三类：

Easy --- C E G
Medium --- B H I J
Hard --- A D E K

难度预测



关键词： 结论 构造 (插头dp)

给定一个n行m列的棋盘，将格子视为点，相邻的格子对应的点间连一条边。再此
基础上新加k条边，形成一个n*m个点的无向图。问经过每个点至少一次的环路长
度最短是多少。(n,m>1)

C - Touring Cities



关键词： 结论 构造

由于答案最多为n*m+1，可以将题目转换为判断是否存在哈密尔顿回路。

如果n和m有一个是偶数，那么必定存在哈密尔顿回路。

如果n和m都是奇数：
将棋盘黑白染色，规定左上角的格子是黑色。那么存在哈密尔顿回路的条件是当
且仅当新增的边连接了两个不同的黑色格子。

C - Touring Cities



关键词： 结论 构造

考虑证明：
若没有连接两个不同黑格子的边，那么回路上一个黑格子后必然接一个白格子。
那么回路的黑格子数目一定小于等于白格子数目。但是棋盘上的黑格子数目比白
格子多一。矛盾。

若存在一个连接两个不同黑格子的边，那么一定存在一条合法的方案。
两个思路：
1）按照起点终点位置分类讨论构造
2）归纳证明
若有一维大于5，一定可以将其减2
归纳到n,m<=5的情况，此时可以自行验证

C - Touring Cities



关键词： 结论 构造
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C - Touring Cities



关键词： 树形dp 计数

本题有两种解法。

标算作法：
题目要统计的是对于所有连通块，有多少个路径集合满足条件。
考虑统计对于所有路经集合，有多少个连通块满足条件。
如果先将路径集合的路径染成红色，那么满足条件的连通块就是未被染色的连通
块。
未被染色的联通块数量等于=未被染色的点数-两个端点都未被染色的边数
（这是因为每个连通块都是一棵树，一棵树的点数比边数恰好多1，那么每个连通
块都会使总点数比总边数多1）
那么我们只要统计对于每个点，不含这个点的路径集合数量，以及对于每条边，
不含它的两个端点的路径集合数量就行了。最终答案就是前者的和减后者的和。

E - Counting Paths



关键词： 树形dp 计数

本题有两种解法。

另一种解法：
一个连通块的贡献只要知道它的所有叶子节点以及连通块的根就行了。（这里的
根指有根树中连通块深度最浅的节点）
对于每个点 计算出它的子树中不包含它但是包含所有儿子的路径集合数量，记为
cnt(x)。那么连通块的贡献就是所有叶子的cnt的积，再乘上根的贡献。
根的贡献就是除了子树外包含它的父亲的路径集合数量。
贡献可以用容斥算。

只要树形dp维护根为某个节点的所有连通块的叶子贡献的积的和就可以算答案了。

两种解法时间复杂度都可以做到O(n) （如果线性预处理2^(n*(n-1)/2) ）

C - Counting Paths



关键词： 计数

题意：给你一个正n边形，将n个顶点两两连边，问内部有多少个区域。n是奇数。

欧拉公式：F=E-V+2

内部交点个数：C(n,4)

G - Counting regions

一条线段会被一个交点分成两段，所以x条直线的交点会多分出来x条线段，利用V
可以算出E。



关键词： 动态规划 FFT

题意：给定一个n*n的棋盘，问你有多少种每一行每一列染黑一个格子的方法，使
得最后棋盘所有格子都变黑。每一时刻一个格子相邻两个中至少有两个是黑的就
会变黑。

发现一个合法的方案要么n=1，要么存在n=n1+n2，使得左上角是一个n1*n1的
合法方案且右下角是n2*n2的合法方案，或左下角是一个n1*n1的合法方案且右上
角是n2*n2的合法方案，将他们称为A型划分和B型划分。

每个方案要么属于A型划分，要么属于B型划分。并且A型划分与B型划分一一对应。

设F(n)为n*n的原问题的方案数，G(n)为n*n的A型（或B型）划分的方案数，那么
有

B - Filling pools



关键词： 动态规划 FFT

对于一个方案可能有多种划分方法n=n1+n2，我们将n1最小的那个称为最小化分
方法。这时，n1*n1的方案需要满足，n1=1或n1*n1的划分类型和n*n的划分类型
不一样。

我们枚举最小的n1，可以得到递推式：

由于这是卷积形式，可以用分治FFT优化。时间复杂度O(n log^2 n)

也可以用生成函数推出一个多项式开方的形式。O(n log n)

B - Filling pools



关键词： FWT

H - Playing games

时间复杂度O(x log^2 x)。可以通过本题。

其实也可以做到O(x log x)。但是由于两个log作法常数较小，并且如果要卡的话
输入会成为瓶颈，于是良心出题人就没有卡。



关键词： 贪心 数据结构 分类讨论

I - Permuting cows

时间复杂度O(n log n)。注意常数。



关键词： 贪心 数据结构 分类讨论

J – Calculating sums



关键词： 计算几何 数据结构

题意：给定N个向量，每个向量有一个种类，问你每个种类选最多一个，并且总共
选至多K个向量的和的模长最长是多少。(N<=1000)

如果我们能在平面上找到所有答案的候选点，那么我们只需要关心这些点组成的
凸包就好了。

那么对于凸包上的点，一定存在一个单位向量V，使得V与它的点积是所有候选点
中最大的。

那么我们可以考虑枚举所有单位向量V，并找出与V点积最大的方案来更新答案。
我们将V成为方向向量。

A - Connecting segments



关键词： 计算几何 数据结构

先考虑没有类别限制的情况。由于点积有性质：

我们考虑类似扫描线的方法扫描单位向量。由于选的向量之和他们点积的相对大
小关系有关，所以我们可以只要考虑点积相对大小关系改变的时候，也就是说可
以只考虑一些关键的单位向量，而不是所有单位向量。

不难发现两个向量相对位置改变的只有两个关键单位向量，所以关键单位向量的
个数O(n^2)级别的。

A - Connecting segments



关键词： 计算几何 数据结构

如果我们用一个序列从大到小维护点积的相对大小关系，那么扫描线到每个关键
向量时只会交换序列中相邻的两个元素。

考虑如何更新答案，记选k个向量的答案为ANS[k]。一次暴力的更新是我们每次用
序列中前k个向量来更新ANS[k]。我们记录序列前k个向量的和sum[k]，交换序列
中相邻两个元素时只要更新那两个位置的sum和ANS就好了。

这样复杂度就是O(n^2 log n)了。

A - Connecting segments



关键词： 计算几何 数据结构

考虑如何加上组别的限制，在序列中每个组别只有第一个能记录答案，那么每次
交换相邻两个元素时，若一个组别内的第一个元素发生了变化，那我们就暴力整
个更新一遍sum和ANS。

考虑发生变化的次数只有O(n)次，所以这部分复杂度是O(n^2)的，不会对总复杂
度产生影响。

最终复杂度O(n^2 log n)。

需要注意一些细节的实现。

A - Connecting segments



关键词： 字符串

D – Compressing data

题意：给你一个字符串，问你如何使用最小代价将其划分成几个循环串。每段的
代价为B+A*循环节长度 。

aabcabc
aabcabcbcabc
aabcabcbcabzbcabz
无法使用贪心，需要考虑所有循环串的转移。

记dp[x]为只考虑前x个字符的最小代价。我们需要快速转移这个dp。

先考虑转移循环次数为1的子串。
维护前缀min即可O(1)转移。



关键词： 字符串

D – Compressing data

考虑转移循环次数至少为2的，枚举它的循环节为L。
定义一个S[1…n]有一个period p(1<=p<=n), 当且仅当对于所有i(1<=i<=n-p)满
足S[i]=S[i+p]。

我们找出所有所有满足有一个period为L且长度大于等于2L的极长子串，它们可以
用一些不相交的区间表示。我们对每个区间分别处理。设当前处理区间为[l,r]。
找出这些区间可以设L,2L,3L…kL为关键点。由于长度大于等于2L的区间一定覆盖
至少两个关键点，所以我们对于相邻的两个关键点向前向后求lcp即可找到包含这
两个关键点的极长区间。

关键点个数为n/1+n/2+n/3…=O(n ln n)
用后缀数组及st表预处理O(n log n)，O(1)回答lcp。这部分复杂度为O(n log n)。



关键词： 字符串

D – Compressing data

这个区间内所有长度是L的倍数的子串都是一个循环串，并且它们的代价都是一样
的。

我们考虑新建一些状态来辅助转移，记为f。
dp(x)->f(x+L) 代价为A*L+B (l-1<=x<=r-2L)
f(x)->f(x+L) 代价为0 (l+L-1<=x<=r-2L)
f(x)->dp(x+L) 代价为0 (l+L-1<=x<=r-L)
注意每个区间新建的f是不共享的。我们新建了r-l+1-2L+1个新状态。
设s= r-l+1-2L+1，那么我们新建了O(s)个状态与O(s)条边。



关键词： 字符串

D – Compressing data



关键词： 字符串

D – Compressing data

发现当字符串为aaa….a时，s的总和到达O(n^2)。
考虑优化，当一个极长区间的最小period不为L时，我们便不新建状态。这是因为
如果确定好一个划分，那么每段里循环节长度一定是越短越好。

考虑计算此时s的总和。我们发现对于一个极长区间[l,r]，它的s相当于区间内最小
循环节长度恰好为一半的字符串数量。那么s的总和相当于字符串中满足循环节长
度恰好为一半的子串数量。

可以证明一个字符串中满足循环节长度恰好为一半的子串数量最多O(n log n)个。
然而这个数量更像是线性的，实际上出题人还没有找到这个子串数量大于等于字
符串长度的字符串。目前出题人找到的最大的就是aaa…a。它有n-1个这样的子串。
Bonus：大家可以尝试证明个数是线性的，或找到一个具有大于线性个数的满足要
求的子串的字符串。



关键词： 字符串

D – Compressing data



关键词： 字符串

D – Compressing data

建出所有额外状态以及转移边后，这个图是一个拓扑图。（所有边都是从左边指
向右边）可以O(|V|+|E|)从左到右依次转移。

最终复杂度O(n log n)



关键词： 模拟 数据结构

E – Protecting lawn

题意：有一个长度为L的草坪，你需要维护四种操作：放置坚果墙、放置地刺、出
现一只僵尸、询问僵尸的位置。所有在地刺上的僵尸会受到一个单位的持续伤害，
坚果墙会阻止僵尸前进，并在总共被吃了dur秒后消失。正在吃坚果墙的僵尸也会
受到下一格的地刺的伤害。

注意我们为了避免浮点数运算，坚果墙只有被吃和没被吃两种状态，有多只僵尸
同时吃一个坚果墙也不会加速坚果墙的消失。

注意我们为了简化问题，保证一个位置只会被种一次植物。

不强制在线。



关键词： 模拟 数据结构

E – Protecting lawn

一只僵尸要么在走路，要么停下来了。那我们可以用一个动作序列来表示一只僵
尸所有时刻的位置。（即维护从什么时候开始走了，从什么时候停下来了）

如果两只僵尸位置重合了，那么他们直到死之前都会在同一个位置，即他们重合
后共用一个动作序列。那么我们只要知道共用的位置序列和一只僵尸的死亡时间，
就可以找出一只僵尸在某个时刻的位置。

这就启发我们对一个位置上的所有僵尸同时维护。我们可以用可并堆维护在同一
个位置的僵尸的所有血量，可以支持整个堆加减、弹出最小血量的僵尸、合并两
堆。



关键词： 模拟 数据结构

E – Protecting lawn

考虑如何算伤害。我们需要计算某个僵尸从某个时刻开始向左走t秒受到的伤害，
这其实是一个二维点查询。可以用主席树在线一个log回答询问。一个僵尸停止不
动收到的伤害只要知道当前位置地刺的出现时间就可以维护。

我们可以用一个平衡树（std::set）按时刻维护几种事件，来模拟发生过程：
1）一个操作
2）僵尸撞上坚果墙（或走到位置0）
3）僵尸撞上正在啃坚果墙的僵尸
4）坚果墙被啃完了或僵尸啃坚果墙的时候死了

不难发现这些操作的个数都是O(Q)级别的。



关键词： 模拟 数据结构

E – Protecting lawn

可以再用一个平衡树（std::set）维护僵尸和坚果的相对位置，来模拟事件和更新
将要发生的事件。

需要注意一些细节的实现。

总时间复杂度O(Q log Q)
不保证O(Q log^2 Q)能通过



关键词： 动态规划 容斥

K – Decoding graphs



关键词： 动态规划 容斥

K – Decoding graphs




